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Czes¢ teoretyczna 1
Pokazaé, ze dla dowolnych z, w # 040i € Z[i] istnieja t, r € Z[i]
takie, ze z = t-w+r oraz r = 0 lub N(r) < N(w) (tzw. dzielenie z
reszt).
Niech
.z
r+yr=—
w
Istnieja takie liczby catkowite m, n ze:

|z —m| <1
ly—nl<1

Stad
Nxz—-m+(y—n)i)<1
WeZmy t = m+ni

z=t-w+r gdzie
r=w(x—m+ (y—n)i)

Wiedzac, ze N(z —m+ (y —n)i) < 1, otrzymujemy nieréwnosé¢ N(r) < N(w),
a w szczegblnym przypadku z = m i y = n otrzymujemy r = 0.
Czes$¢ teoretyczna 2
Pokazad, ze liczby: 1, -1, i, -i sa jedynymi jednos$ciami w zbiorze Z[i].
Jedli a+bi jest elementem odwracalnym to istnieje c+di€ Z, takie ze

(a + bi)(c + di) = 1+ 0i



Stad
[(a 4+ bi)(c+ di)| = |1 + 03
Wiec
(> + ) (P +d*) =1

Wiemy, ze a, b, ¢, d € Z, wiec ostatnia réwnos¢ jest mozliwa jedynie w przy-
padku, gdy

A+ =+d2=1
To jest mozliwe tylko gdy
(> =1A*=0)V(a>=0ADb*=1)

Oznacza to, ze a +bi =1 lub a + bi = —1 lub a 4+ bi =i lub a + bi = —1.
Elementami odwracalnymi moga by¢ tylko liczby:

1,—1,i, —i.

Czes¢ teoretyczna 3

Pokazaé, ze kazda liczba catkowita Gaussa rézna od jednoéci i Gaus-
sowskiej liczby pierwszej, daje sie przedstawi¢ w postaci iloczynu
Gaussowskich liczb pierwszych. Rozklad ten jest jednoznaczny z do-
ktadnoscia do kolejnosci czynnikéw i elementéw stowarzyszonych.

Kazda liczba pierwsza z definicji dzieli si¢ tylko przez jedno$¢ i przez sama siebie.
Dla dowolnych liczb zespolonych a i b zachodzi

N(ab) = N(a) * N(b)

Zbiorem warto$ci normy N sg tylko takie liczby naturalne, ktore da sie roztozyé
na sume dwoch kwadratéw.

Dla kazdej liczby catkowitej Gaussa z mozemy rozwazy¢ podzial liczby N(z)
na dzielniki pierwsze w zbiorze liczb naturalnych, a dzielniki te przedstawié
jako liczby postaci 4k + 1 lub 4k + 3. Naturalne liczby pierwsze postaci 4k + 1
mozna rozlozyé na dzielniki pierwsze w zbiorze liczb catkowitych Gaussa, co
pokazemy w dalszej czesci pracy. Jesli N(p) jest podzielnikiem liczby N(z) i
N (p) jest natualng liczbg pierwsza postaci 4k+1 to p i liczby z nia stowarzyszone
sg dzielnikami pierwszymi liczby z w zbiorze liczb catkowitych Gaussa. Liczb
pierwszych postaci 4k + 3 nie da si¢ rozbi¢ na sume kwadratow, wiec jesli liczba
p tej postaci jest podzielnikiem liczby N(z2) to N(p) = p? réwniez bedzie jej
podzielnikiem (w innym wypadku liczby N(z) nie daloby sie przedstawi¢ w
postaci sumy kwadratéw dwdch liczb catkowitych, co jest sprzeczne z definicja),



a takze p i liczby z nia stowarzyszone sa dzielnikami pierwszymi liczby z w
zbiorze liczb catkowitych Gaussa.

W taki sposéb uzyskujemy jednoznaczny rozklad liczby z na iloczyn Gaus-
sowskich liczb pierwszych.

Sprébujmy przedstawié pewng liczbe z w postaci iloczynu liczb pierwszych
Gaussa na rozne sposoby. Przez u oznaczamy pewna jednosé.

2= Ug *kP1 ok Py Kk ek Py = UG K QLK G2 K e K
Wybierzmy pewien czynnik z powyzszego iloczynu, na przyktad p;.
pilz = pilg = ¢ =p1*w

Whioskujemy, ze ¢; jest elementem stowarzyszonym z p;. Obie strony rownosci
skracamy przez p; i analogicznie postepujemy wobec pozostalych czynnikow.

/
Up = Uy * Up * U * ... * Uy,
U=1u

Wobec tego jedyne réznice pomiedzy takimi rozktadami to: kolejnoéé¢ czynnikow
i elementy stowarzyszone. Rozklad jest jednoznaczny zgodnie z zalozeniem.

Czesé teoretyczna 4

Pokazaé, ze sa, trzy klasy Gaussowskich liczb pierwszych:

1. liczba 1 + ¢ oraz liczby z nia stowarzyszone;

2. rzeczywiste liczby pierwsze p, dla ktérych p =4 3 oraz liczby z
nimi stowarzyszone;

3. dzielniki rzeczywistych liczb pierwszych p, takich ze p =4 1.

Liczba 1+ ¢ oraz liczby z nig stowarzyszone
Najpierw udowodnijmy, ze liczba z = 1 + ¢ jest liczba pierwsza.
1. Aby liczba ta byla jednoscia, musi istnieé¢ takie w € Z[i], ze z-w = 14 0i:
z-w=140¢

(1+id)(a+bi)=1+0:
a—b+i(a+b)=14+0¢

a—b=1
a+b=0

a =
b= 1

Jak widaé, a,b ¢ Z, zatem z nie jest jednoscia.

N|—=



z=141i=(a+bi)(c+ di)

Nie istnieja takie liczby a,b, c,d € Z ktére spelniaja powyzsze rownanie,
zatem z jest nierozkladalne.

Udowodnili$my tym samym, ze z = 1 + ¢ jest liczba pierwsza. Co do liczb z nia
stowarzyszonych, skorzystamy z twierdzenia:

Twierdzenie. Kazda liczba zespolona catkowita, ktora jest stowarzyszona lub
sprzezona z liczbg zespolona pierwszq, jest rowniez liczbg zespolong pierwszq.

Dowdéd. Skorzystamy z definicji liczby zespolonej pierwszej, ktéra brzmi naste-
pujaco:

Liczba zespolona pierwsza z to taka liczba, ktora nie jest stowarzy-
szona z liczba 1 i nie ma zadnego dzielnika nie stowarzyszonego ani
z liczbg 1, ani z liczba z.

Jesli « jest liczba zespolona i N(«) > 1 oraz jesli @« = wv dla N(u) > 11
N(v) > 1, to u nie moze by¢ stowarzyszona ani z 1 (bo wtedy N(u) = 1), ani
z a (bo wtedy N(u) = N(a), zatem N(a) = N(u)N(v) co daje N(v) = 1).
Wynika zatem, ze « nie jest liczba pierwsza.

Na odwrét, jesli « jest liczba zespolona o normie N(«) > 1, ktéra nie jest
pierwsza, woéwczas dzielnik u nie jest stowarzyszony ani z 1, ani z «. Zatem dla
a = uv v jest liczba catkowita zespolona.

Gdyby N(u) = 1, to u bylaby stowarzyszona z 1 wbrew zalozeniu.

Gdyby N(v) =1, to v bylaby stowarzyszona z 1, a wtedy dla a = uv liczba
u bytaby stowarzyszona z o wbrew zaltozeniu.

Zatem zawsze jest spelnione N(u) > 1 i N(v) > 1, a zatem liczba « jest
iloczynem dwoch liczb catkowitych o normach wigkszych od 1, co nalezalo do-
wiesé. O

Liczba naturalna ktora, jest pierwsza w dziedzinie liczb naturalnych jest
réwniez pierwsza w dziedzinie liczb zespolonych. Nie zawsze tak jest jednak w
odwrotnym przypadku. Przyktadem moze by¢ liczba 2:

2=(1414)(1—1)
N1+i)=N1-i)=2>1

Liczby w =141 iv =1 — i sa pierwsze w dziedzinie liczb zespolonych. Otrzy-
mujemy zatem

N(u)N(v) = N(uv) =2

a wiec N(u) = 1lub N(v) = 1, co pokazuje, ze u lub v jest liczba stowarzyszona
z 1.

Liczby u i v sa ze soba stowarzyszone (poniewaz 1 —i = —(1 + i)), zatem
liczba 2 jest stowarzyszona z kwadratem liczby pierwszej zespolone;j.

Opierajac si¢ na twierdzeniu, ktore brzmi



Dla wszelkich liczb calkowitych zespolonych a, bic z (a,b) =1 i blac
wynika b|c.

mozemy wywnioskowaé, ze kazda liczba catkowita zespolona (o normie wiekszej
od 1) ma dokladnie jeden rozklad na czynniki zespolone pierwsze.

Aby sklasyfikowaé pozostale liczby zespolone pierwsze, wykorzystamy po-
wyzszg wlasnoéé ale tylko w obrebie liczb zespolonych pierwszych. Musza by¢
to liczby pierwsze naturalne nieparzyste (wykazaliSmy powyzej, ze liczba 2 nie
jest pierwsza w dziedzinie liczb zespolonych). Pozostaly zatem liczby pierwsze
w formie 4k 4+ 1 i 4k + 3.

Rzeczywiste liczby pierwsze p, dla ktérych p =4 3 oraz liczby
z nimi stowarzyszone

Zalézmy, ze dla p = 4k + 3 istnieje rozklad na czynniki zespolone catkowite o
normach wiekszych od 1.

p = (a+bi)(c+ di)
p? = (a® +b%)(c* 4 d?)
Otrzymujemy zatem, ze a® + b%> > 11i ¢ + d? > 1, a poniewaz p jest liczba

pierwsza w dziedzinie liczb naturalnych, musiatoby byé spelnione p = a2 + b?
co dla p = 4k + 3 jest niemozliwe - na mocy ponizszego lematu

Lemat 1. Zadna liczba formy 4k +3 (pierwsza lub ztozona) nie rozklada sie na
sume dwoch kwadratow

Dowdd. Jesli obie liczby a i b sa parzyste lub nieparzyste, to suma ich kwadratéw
bedzie réwniez parzysta i nigdy nie da reszty 3 z dzielenia przez 4.
Zas$ jedli jedna z liczb bedzie parzysta a druga nieparzysta, to

a0 =20+ 2+ 1) =42 + 4% + 4y + 1

a® + b? daje reszte 1.
Wynika zatem, ze dla zadnej sumy obu kwadratéw nie otrzymamy reszty
3. O

Dzielniki rzeczywistych liczb pierwszych p, takich ze p =4 1.
W mysl twierdzenia Fermata

Twierdzenie. Kazda liczba pierwsza w postaci 4k + 1 rozklada sie tylko na
jeden sposéb na sume dwdch kwadratéw)

istnieja takie liczby a i b, ze
p= a2 + b2
p = (a+ bi)(a — bi)
N(atbi)=a*+b*=p>1



Liczba p zatem, nie jest pierwsza w dziedzinie liczb zespolonych. Czynniki (a+bi)
i (a — bi) natomiast juz sa, poniewaz dla a + bi = uv, gdzie

N(u) > 1iN(v) > 1
otrzymujemy a — bi = u’v’, zatem
p = (a+bi)(a—bi) =uu'vv' = N(u)N(v)

co wobec powyzszego zalozenia dotyczacego norm, jest niemozliwe, poniewaz
liczba p jest pierwsza w dziedzinie liczb naturalnych.

Pozostale liczby

Nalezy jeszcze pokazaé, ze w dziedzinie liczb zespolonych nie ma zadnych innych
liczb pierwszych.

Niech p bedzie liczba pierwsza zespolona. Jedli jest stowarzyszona z liczba
naturalng n, to musi by¢ ona zaréwno pierwsza, jak i naturalna - czyli w postaci
4k + 3.

Niech natomiast p nie bedzie stowarzyszona z zadna liczba naturalna. Wéow-
czas p = a + bi, gdzie a + b sa liczbami catkowitymi i b # 0. Skoro p jest liczbg
zespolona, to jest nia réwniez liczba sprzezona p’ = a — bi, czyli pp’ = a® + b>.
Zeby liczba N(p) = a® + b? nie byla pierwsza w dziedzinie liczb naturalnych,
to pp’ = a® 4+ b? = 2y gdzie z,y sa liczbami naturalnymi wiekszymi od 1. Dla
iloczynu xy przynajmniej jeden czynnik musiatby by¢ podzielny przez p, np.
x = pn. Liczba n nie bylaby stowarzyszona z 1 (poniewaz p nie jest stowarzy-
szona z zadna liczba naturalna). W takim razie z réwnosci pp’ = zy wynika,
ze p' = yn, gdzie zaréwno y jak i n nie sy stowarzyszone z liczbg 1, co jest
niemozliwe, gdyz p’ jest liczbg pierwsza.

Zatem liczba a® 4+ b2 = pp’ jest pierwsza w dziedzinie liczb naturalnych i jako
suma dwéch kwadratow jest ona albo 2, albo liczba pierwsza w postaci 4k + 1.

Czes¢ teoretyczna 5

Pokazaé, ze kazda liczba pierwsza postaci 4k + 1 da sie, przedstawic¢
w postaci sumy dwu kwadratéw liczb catkowitych na 8 sposobdw.
Rozklady rézniace sie, kolejnoécia, lub znakiem traktujemy jako réz-
ne.

Binarng forma kwadratowa, nazywamy wyrazenie
Q(z,y) = az® + bry + cy?

ze zmiennymi a, b, c.

Teoria Fermata o sumie kwadratéow jest rownowazne stwierdzeniu, ze liczba
pierwsza p, jest zapisana w formie 2%+ y? (gdzie a = ¢ = 1,b = 0) wtedy i tylko
wtedy, gdy p jest przystajace do 1 (mod 4).



Wyréznikiem formy kwadratowej nazywamy wyrazenie b — 4ac. Zgodnie z
powyzszym, wyréznikiem x? 4 y2 jest —4.

Dwie formy ax? +bxy+cy? i a’z'? +b'x'y’ +c'y'? sa sobie réwne, gdy istnieja
podstawienia na wspotczynniki catkowite:

z=oz + By

y=nya"+6y
oraz ad — 3y = £1. Formy réwnowazne posiadaja taki sam wyrdznik, a za-
tem ta sama parzystos¢ wspélczynnika b. Ponadto, réwnowazne formy beda
reprezentowaé te same liczby catkowite, poniewaz tego rodzaju podstawienia sg
odwracalne.

Aby udowodnié¢ twierdzenie Fermata, nalezy znalezé dowolng dodatnio okre-
Slona forme wyrdznika —4, ktory reprezentuje p. Dla naszego przykladu, sko-
rzystajmy z wyrazenia:

px? + 2may + cy?
gdzie a = p, a b = 2m (poniewaz - co wykazaliSmy wczesniej - b musi byé
parzyste). Jak widaé¢, po podstawieniu z = 1 i y = 0, wyrazenie jest réwne p:

px124+2m*1x0+cx02=p

Aby wyréznik byl rowny —4, musimy wyznaczy¢ odpowiednig warto$é wspot-
czynnika c¢. Wyznaczamy wzoér:
b? — dac = 4m? — 4pe
4m? — dpc = —4
m?+1
p

Aby postacie kwadratowe byly sobie réwne, ¢ musi by¢ liczba calkowita. Zatem
twierdzenie bedzie prawdziwe, jesli znajdziemy takie m, dla ktérego wyrazenie
m?2 + 1 jest podzielne przez p.

Poniewaz p nalezy do liczb rzeczywistych, nie dzieli zadnej z liczb Gaussa
m + ¢ 1m — i (poniewaz nie dzieli ich urojonych czesci), aczkolwiek dzieli ich
iloczyn m2 + 1, to wynika z tego, Ze p nie moze byé elementem pierwszym liczb
Gaussa. Musi zatem istnie¢ inny rozklad p na czynniki.

Poniewaz norma jest multiplikatywna (N (ab) = N(a)+N (b)) oraz N(p) = p?
wiemy, ze rozklad p musi dawaé¢ dwa czynniki, czyli by¢ w postaci

p = (a+bi)(a— bi)

co daje inna mozliwa postac:
p= a2 4 b2

co nalezalo wykazacé.



Powyzsza forma zapisu liczby p = 4k + 1, pozwala zapisa¢ ja na 8 réznych
sposobéw:

a® 4+ b?
(—a)? +b*
a? + (—b)?

(—a)? + (=b)?

b +a?
(—b)? +a®
b + (—a)?

(=5)2 + (~a)?

Czes¢ praktyczna 1
Przedstawi¢ graficznie podzielniki Gaussowskie liczb catkowitych.

Realizacja zadania metoda brutalna jest w jezyku Python do$é¢ prosta. Potrzeb-
ne beda jednosci i norma.

units = [1, -1, 1j, -1j]

def norm(x):
return x.real*x.real + x.imag*x.imag

Za sprawdzenie podzielnosci odpowiedzialna jest funkcja gidivisible.

def gidivisible(a, b):
x = axb.conjugate()
nb = norm(b)
return (x.real % nb == 0) and (x.imag % nb == 0)

Wyznaczenie podzielnikow Gaussowskich danej liczby catkowitej realizuje funk-
cja gidivisors.

def gidivisors(n):
r = set()
nn = norm(n)
for x in range(0, n+1):
for y in range(0, n+1):
g = complex(x, y)
if g != 0 and gidivisible(n, g):
r.update([g+u for u in units])
return r



Dane uzyskane dzigki tej realizacji mozna przedstawi¢ na rézne sposoby, na
przyktad wykorzystujac biblioteke pyplot. Inna reprezentacja danych dostepna
jest pod adresem: https://mion.elka.pw.edu.pl/ wwitkows/matl-gi/|

import matplotlib.pyplot as plt

def points_from_divisors(d):
return [(x.real, x.imag) for x in d]

def plot(x):
data = points_from_divisors(gidivisors(x))
plt.scatter([d[0] for d in datal, [d[1] for d in datal)
plt.show()

Dostepna jest réwniez realizacja w programie mathematica.

a = 15;
Dzielniki = Divisors[a,GaussianIntegers->True]
Gauss = {};

Gauss = Flatten[Append[Gauss,Dzielniki]];

Gauss = Flatten[Append[Gauss,Dzielniki(-1)]1];
Gauss = Flatten[Append[Gauss,Dzielniki(I)]];
Gauss = Flatten[Append[Gauss,Dzielniki(-I)]];

ComplexListPlot [Flatten[Gauss], PlotRange -> {{-a,a},{-a,a}}]

Czesé praktyczna 2

Przedstawi¢ na plaszczyznie zespolonej wizualizacje rozmieszczenia
liczb pierwszych Gaussa.

Zadanie zrealizowaé¢ mozna w Wolfram Mathematica z wykorzystaniem poniz-
szej formuty:

f[x_]:=ArrayPlot[Boole[Table[PrimeQ[a+b*I,GaussianIntegers->True],
{a,-x,x}, {b,—x,x}11]

lub w jezyku Python z wykorzystaniem zamieszczonego nizej programu:

#!1/bin/env python3

import argparse
import matplotlib.pyplot as plt

def is_prime(x):
if x <= 1: return False
i=2
while i*i <= x:
if x % i == 0:


https://mion.elka.pw.edu.pl/~wwitkows/mat1-gi/

return False
i+=1
return True

def norm(x):
return x.real**2 + x.imag**2

def is_gaussian_prime(x):
if x.real !'= 0 and x.imag '= O:
return is_prime(norm(x))
elif x.real != O:
return is_prime(abs(x.real)) and (abs(x.real)-3) % 4 ==
elif x.imag !'= O:
return is_prime(abs(x.imag)) and (abs(x.imag)-3) % 4 ==
else:
return False

def plot(centerx=0, centery=0, delta=100, deltax=None, deltay=None) :
if deltax is None:
deltax = delta
if deltay is None:
deltay = delta
data = []
for xi in range(centerx-deltax, centerx+deltax+1):
for yi in range(centery-deltay, centery+deltay+1):
if is_gaussian_prime(xi+yi*1j):
data.append([xi, yi])

plt.scatter([d[0] for d in datal], [d[1] for d in datal)
plt.show()

if __name__ == "__main_

parser = argparse.ArgumentParser()

parser.add_argument ("--centerx", type=int, default=0)
parser.add_argument ("--centery", type=int, default=0)
parser.add_argument ("--delta", type=int, default=50)
parser.add_argument ("--deltax", type=int, default=None)
parser.add_argument ("--deltay", type=int, default=None)

args = parser.parse_args()

plot(args.centerx, args.centery, args.delta, args.deltax, args.deltay)

Czesé praktyczna 3

Zobrazowaé graficznie liczbe rozkladéw dowolnej liczby naturalnej
na sumee dwu kwadratow liczb catkowitych. Sprawdzi¢, czy uzyskane
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przedstawienie jest zgodne z twierdzeniem Jacobiego.

W ramach zadania opracowany zostal zamieszczony ponizej program.

#!1/bin/env python3

import argparse
import matplotlib.pyplot as plt
import math

def squaresR2(x):
count = 0;
i = math.ceil(math.sqrt(x))
while 1 > O:
# rozktady z zerem zostang policzone tylko raz
# dzieki temu po przemnozeniu uzyskamy dobry wynik

j=20
while j*j <= x:
if j*j + i*i == x:
count += 1
j =
i-=1

# kazda z liczb moze byé ujemna
# wiec kazda kombinacja ma 4 rézne warianty
return count*4

def jacobiR2(x):
count = 0;
for i in range(l, x+1, 2):
if x%i !'= 0:
continue
elif (i-1) % 4 == 0O:
count += 1
elif (i-3) % 4 ==
count —= 1
return count*4;

def plot(start=0, end=None, mid=None, delta=50, strategy="both"):
if mid is not None:
start = mid - delta
end = mid + delta + 1
if end is None or end < start:
end = start + delta
if strategy == "jacobi'":
R = [jacobiR2(i) for i in range(start, end)]
else:
R = [squaresR2(i) for i in range(start, end)]

11



if strategy == "both":
# check whether our results match up with Jacobi's Theorem
R2 = [jacobiR2(i) for i in range(start, end)]
confirmed = True
for i in range(end-start):
if R[i] !'= R2[i]:
print("Our result for {} doesn't match Jacobi's Theorem"\
.format(i))
confirmed = False
if confirmed:
print("both strategies gave the same result")
# make a plot
plt.scatter(range(start, end), R, marker=".")
plt.ylim(min(R)-1, max(R)+1)
plt.show()
if __name__ == "__main__":
parser = argparse.ArgumentParser()
parser.add_argument ("--start", type=int, default=0)
parser.add_argument ("--end", type=int, default=None)
parser.add_argument ("--mid", type=int, default=None)
parser.add_argument ("--delta", type=int, default=100)
parser.add_argument ("--strategy", \
choices=["brutal", "jacobi", "both"], \
default="jacobi")
args = parser.parse_args()
plot(args.start, args.end, args.mid, args.delta, args.strategy)

Ponadto ilo$¢ rozktadéw danej liczby na sume kwadratow mozna réwniez uzy-
ska¢ w Wolfram Mathematica dzigki funkcji SquaresR: https://reference.
wolfram.com/language/ref/SquaresR.html
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